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37 定積分で表された関数 
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(1) 

 ( )ò -=
1

0
1 dtttfa とおくと， ( ) 1+= axxf  

 よって， 
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( ) 1
6

3
+

+-
= xaxf と ( ) 1+= axxf を係数比較すると， aa

=
+-

6
3

 
7
3

=\a  

( ) 1
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(2) 

 与式より， ( ) cbxaxxF ++=¢ 2  ・・・① 

 条件より， ( ) ( )( )31 -+=¢ xxaxF  ( ) aaxaxxF 322 --=¢\  ・・・② 

 ①と②を係数比較することにより， ab 2-=  ・・・③ ac 3-=  ・・・④ 

 また，④より， 
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 よって， 

( )
3

171 =-F より，
3

17
3
5

=+ da  ・・・⑤ 

 ( ) 53 -=F より， 59 -=+- da  ・・・⑥ 

 ⑤，⑥の連立方程式を解くと， 4,1 == da  

 これと④より， ( ) ( )4,3,2,1,,, --=dcba  
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与式

 

 よって， 0=p ，
3
1

=q  
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(1) 

 210 £+£££ txt より， ( ) ( ) xxxxxx 222 2 +-=--=-  

 

( ) ( )

( )

3
2

3

2

2

2

1
2

3

1 2

1

++-=

ú
û

ù
ê
ë

é
+-=

+-=

-=\

+

+

+

ò
ò

tt

xx

dxxx

dxxxtf

t

t

t

t

t

t

　　　

　　　

　　　

 

(2) 

21 £< t ， 312 £+< t より， 

2££ xt で ( ) xxxx 22 2 +-=- ， 12 +££ tx で ( ) xxxx 22 2 -=-  
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(3) 

 (i) 10 ££ t のとき 
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  よって，
2
1

=t で最大値
12
11

， 1,0=t で最小値
3
2
をとる。 

(ii) 21 £< t のとき 

  ( ) 2
3
2 23 +--= ttttf より， ( ) 122 2 --=¢ tttf  

 よって， 21 £< t における ( ) 0=¢ tf すなわち 0122 2 =-- tt の解は， 

解の公式より，
2

31+
=t  

よって， 21 £< t における ( )tf の増減は次表のようになる。 
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  ( )tf はすべての実数 tで連続かつ ( )
3
2lim
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+®
tf
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よって， 2=t で最大値
3
4
をとる。 

  また， ( )tf は
2

31+
=t で最小値をとり，

2
31+

=t が 0122 2 =-- tt を満たすことから， 
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  より， 

最小値は
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 (i)，(ii)より， 2=t で最大値
3
4
，

2
31+

=t で最小値
6

338 -
をとる。 
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解法 1 

 ( )xf の最高次の項を nax とすると， 

与式右辺すなわち ( )ò
x

dtttf
0

の最高次の項は 2

2
+

+
nx

n
a  

また，左辺を展開したときの ( )xfx 2 の最高次の項は 2+nax  

(i) 2>n のとき 

  42 >+n より，左辺の最高次の項は 2+nax  

  左辺と右辺は恒等式だから，最高次の項の係数について，
2+

=
n
aa  1-=\n  

  これは ( )xf が xの整式であるという条件を満たさない。よって，不適。 

 (ii) 2=n のとき 

  42 =+n より，左辺の最高次の項は ( ) 41 xa +  

  (i)と同様にして，
22

1
+

=+
aa  

3
4

-=\a  

 (iii) 2<n のとき 

  42 <+n より，左辺の次数は 4 

  ところが，右辺の次数は 2+n  

  よって，不適。 
 (i)～(iii)より， ( )xf の次数は 2 

 ( ) cbxaxxf ++= 2 とすると， 
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右辺

 

より，
4

1 aa =+ かつ
3

2 bb =+ かつ
2

4 cc =+  

 よって，
3
4

-=a ， 3-=b ， 8-=c  

 ゆえに， ( ) 83
3
4 2 ---= xxxf  
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解法 2 数学Ⅲ? 

 与式左辺を xで微分すると， 

 ( ){ } ( ){ }( ) ( ) ( ) xxxfxfxxxxxfxxfxx 42642464 2232223 ++¢++=
¢

++¢+++  

 与式右辺を xで微分すると， ( )xxf  

 よって， ( ) ( ) ( )xxfxxxxxfxfx =++++¢ 4642 232  ・・・① となり， 

与式が恒等式ならば①も恒等式である。 

 そこで， ( )xf の最高次の項を nax とし，①が恒等式となるように解法 1 と同様にして解

けばよい。 

319 
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与式左辺
 

 より， ( ) ( ) ( ) ( ) Cxdyyfydyyyfxdyyfxdyyf
x

+=+++ òòòò 21
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 ①の両辺を xで微分すると， ( ) ( ) ( ) xdyyyfxdyyfxxf 222
1

0

1

0
=++ òò  ・・・② 

 ①は恒等式だから，②も恒等式である。 
よって，②の左辺と右辺の次数が等しいから， ( )xf の次数は 1 

 そこで， ( ) baxxf += とおき，これを①に代入すると， 

 ②の左辺は 

 

( ) ( ) ( )

( ) baxba

babaxbax

ybyabyyaxbaxdyyyfxdyyfxxf

2
3
22

23
2

2
2

23
2

2
222

1

0

23
1

0

21

0

1

0

+++=

÷
ø
ö

ç
è
æ ++÷

ø
ö

ç
è
æ +++=

úû
ù

êë
é ++úû

ù
êë
é +++=++ òò

　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　  

 となるから，②は ( ) xbaxba 2
3
122 =÷

ø
ö

ç
è
æ +++ と表される。 

 この恒等式を係数比較することにより，連立方程式 
ïî

ï
í
ì
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 が得られ， 

これを解くと， ( ) ÷
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2
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2
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よって， ( )
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-= xxf  
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 ①に 0=x を代入すると， ( )ò=
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2 dyyfyC  

 これと， ( )
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よって，
2

53,1 -
-==
bab  すなわち 1== ba で最小値

3
8
をとる。 
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(1) 
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 ①より， ( ) kf =0 だから， ( )2
2 34

+= ak
a

k  

 この両辺に 2a を掛け，これを整理し， kの 2 次方程式にすると， 
( ) 036244 222 =+-- kaaka  ・・・② 

 条件より， kは重解をもつから，判別式をDとすると， 0=D  

 これと， 
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より， ( ) 0483 =-aa  

 aは 0 でない実数だから， 48=a  
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(2) 
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 この値が aによらないならば ( ) 0142 =-bb  

 bは正の実数だから，
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(1) 

 ( ) 000 =f より， ( ) ( ) 1
2
111 2

00 01 +=+=+= òò xtdtdttfxf
xx

 

 ( ) 001 ¹f より， ( ) ( ) xx
dx
dxf

dx
dxf =÷

ø
ö

ç
è
æ +== 1

2
1 2

12  

 同様にして， ( ) 1
2
1 2

3 += xxf ， ( ) xxf =4  

(2) 

 ( ) 000 =f と仮定すると， ( ) ( ) 1
0 01 += ò
x

dxxfxf より， ( ) ( ) 110
0

0 01 =+= ò dxxff  

 これは， ( ) 01 =xf に反する。 

 よって， ( ) 000 ¹f  

 ゆえに， ( ) ( )xf
dx
dxf 01 =  すなわち ( )xf

dx
d

00 =  

 この両辺を不定積分することにより， ( ) Cxf =0 （Cは積分定数） 

 よって， ( )xf0 は定数である。 

(3) 
 (2)より， ( ) 02 =xf ならば ( )xf1 は定数であるから， ( ) 11 Cxf = とすると， 

 ( ) 000 ¹f のとき 

  ( )xf
dx
dC 01 =  

両辺を不定積分することにより， ( ) 210 CxCxf += （ 2C は積分定数） 

 ( ) 000 =f のとき 

  ( ) 1
0 01 += ò
x

dttfC  

  両辺を xで微分することにより， ( ) 00 =xf  

  これは ( ) baxxf +=0 で 0== ba のときの式である。 

 よって， ( ) 02 =xf ならば ( ) baxxf +=0 （ a，bは定数）と表される。 


